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Capacite´ et ine´galite´ de Faber-Krahn dans Rn
J. Bertrand B. Colbois
Abstract
In this paper, we define a new capacity which allows us to control
the behaviour of the Dirichlet spectrum of a compact Riemannian
manifold with boundary, with ”small” subsets (which may intersect
the boundary) removed. This result generalizes a classical result of
Rauch and Taylor (”the crushed ice theorem”). In the second part,
we show that the Dirichlet spectrum of a sequence of bounded Eu-
clidean domains converges to the spectrum of a ball with the same
volume, if the first eigenvalue of these domains converges to the first
eigenvalue of a ball.
Re´sume´
Dans cet article, nous obtenons un controˆle de la variation du
spectre du laplacien avec condition de Dirichlet lorsque l’on modifie
une varie´te´ compacte a` bord par excision d’un sous-ensemble qui in-
tersecte e´ventuellement le bord. Ce re´sultat ge´ne´ralise un re´sultat
classique de Rauch et Taylor (the´ore`me de la glace pile´e). Dans
une seconde partie, nous e´tablissons la convergence du spectre de
Dirichlet d’une famille de domaines euclidiens borne´s vers le spectre
d’une boule de meˆme volume, lorsque la premie`re valeur propre de
la famille converge vers celle de la boule.
1 Introduction
Dans cet article nous nous inte´ressons au comportement du spectre du lapla-
cien avec condition de Dirichlet, lorsque l’on modifie la topologie d’une varie´te´
compacte a` bord par excision d’une partie. Nous nous inte´ressons e´galement a`
la stabilite´ de l’ine´galite´ de Faber-Krahn dans l’espace euclidien. Dans [13], J.
Rauch et M. Taylor ont de´montre´ que le spectre de Dirichlet d’un domaine borne´
de l’espace euclidien, excise´ par une partie compacte (contenu dans l’inte´rieur
du domaine), converge vers le spectre de Dirichlet du domaine initial lorsque
la capacite´ e´lectrostatique du compact converge vers ze´ro (proble`me de la glace
pile´e). Il existe des versions plus explicites de ce re´sultat, ou` l’on controˆle (de
manie`re non uniforme et par des constantes non explicites) la variation des
valeurs propres en fonction de la capacite´ e´lectrostatique de la partie excise´e
(si cette capacite´ est suffisamment petite), voir par exemple [9, Theorem 6.1].
Nous renvoyons a` [11, 5, 6] pour d’autres re´sultats en relation avec ce proble`me.
Remarquons cependant que dans tous les re´sultats cite´s ci-dessus, les parties
excise´es sont suppose´es eˆtre contenues dans un compact fixe´ a` priori, contenu
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dans l’inte´rieur du domaine. On ne peut s’affranchir de cette hypothe`se puisqu’il
est facile de voir que la convergence vers ze´ro de la capacite´ e´lectrostatique n’est
pas une condition ne´cessaire pour obtenir la convergence du spectre de la varie´te´
excise´e vers celui de la varie´te´ a` bord de de´part. Pour s’en convaincre, il suffit
de conside´rer un disque du plan euclidien que l’on excise par un anneau con-
centrique d’e´paisseur petite. Lorsque l’on fait tendre l’anneau vers le bord du
disque et l’e´paisseur de l’anneau vers ze´ro, la premie`re valeur propre de Dirichlet
converge trivialement vers celle du disque alors que la capacite´ de l’anneau tend
vers l’infini. Rappelons que la capacite´ e´lectrostatique mode´lise la capacite´ d’un
condensateur, elle est de´finie comme le minimum de l’e´nergie des fonctions dans
H10 qui sont e´gales a` 1 sur la partie excise´e.
Dans la premie`re partie de cet article, nous de´finissons une nouvelle capacite´
(au sens de la de´finition de G. Choquet [2]) que nous appellerons « capacite´
de Dirichlet » et nous parvenons a` controˆler dans le the´ore`me 2.2 la variation
du spectre de Dirichlet en fonction de la capacite´ de Dirichlet et de constantes
explicites. De plus, la proximite´ des spectres implique que la capacite´ de Dirich-
let du sous-ensemble excise´ est petite. Cette nouvelle capacite´ nous permet de
traiter le cas ou` le sous-ensemble excise´ intersecte le bord de la varie´te´ con-
side´re´e.
Dans la deuxie`me partie de cet article, nous appliquons le re´sultat obtenu
dans la premie`re partie pour de´montrer un re´sultat de stabilite´ de l’ine´galite´ de
Faber-Krahn dans un espace euclidien de dimension au moins 3. L’ine´galite´ de
Faber-Krahn e´tablit que, pour des domaines borne´s a` bord lisse de volume fixe´,
la premie`re valeur propre de Dirichlet est minimale lorsque le domaine est une
boule euclidienne et que ce minimum est caracte´ristique de la boule. Sous les hy-
pothe`ses de l’ine´galite´ de Faber-Krahn, nous montrons dans le the´ore`me 3.3 que
l’on peut controˆler de manie`re explicite toute partie finie du spectre de Dirichlet
d’un domaine en fonction des valeurs propres correspondantes de la boule de
meˆme volume, si la premie`re valeur propre du domaine est suffisamment proche
de celle de la boule. En conse´quence, il y a convergence du spectre de Dirichlet
d’une famille de domaines vers celui de la boule lorsque la premie`re valeur propre
de cette famille converge vers celle de la boule. Ce re´sultat de convergence a e´te´
obtenu pre´ce´demment en dimension 2 par F. Crevoisier, pour des domaines dont
la topologie est controˆle´e (pre´cise´ment il suppose que les groupes fondamentaux
des domaines conside´re´s admettent des syste`mes de ge´ne´rateurs dont le cardinal
est borne´ par une constante N donne´e a` priori) [4]. L’utilisation de la capacite´
de Dirichlet permet de traiter le cas ge´ne´ral. La de´monstration du the´ore`me
3.3 repose sur une ine´galite´ isope´rime´trique quantitative dans l’espace euclidien
e´tablie par R.R. Hall [8] (voir le the´ore`me 3.6 pour un e´nonce´), sur un re´sultat
de transplantation de fonctions propres (lemme 3.10) et sur le the´ore`me 2.2 de
la premie`re partie. Notons que sous les hypothe`ses du the´ore`me 3.3, il n’y a pas
de re´sultat de stabilite´ pour la distance de Hausdorff, on ne peut en de´duire
qu’une description ge´ome´trique grossie`re des domaines ve´rifiant ces hypothe`ses
(voir la proposition 3.8 pour un e´nonce´, [12, 14]) mais cela n’implique, a` priori,
aucun re´sultat sur le spectre de Dirichlet du domaine. Signalons e´galement que
l’ine´galite´ de Faber-Krahn est ve´rifie´e sur les autres espaces mode`les de cour-
bure constante. La preuve du the´ore`me 3.3 peut-eˆtre adapte´e a` ces autres cas,
si l’on de´montre une ine´galite´ isope´rime´trique analogue a` celle de R.R. Hall sur
ces espaces.
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2 Une capacite´ pour le proble`me de Dirichlet
L’objet de cette partie est de de´finir une capacite´ qui permette de controˆler
la variation du spectre de Dirichlet d’une varie´te´ compacte connexe a` bord lisse
lorsque que l’on modifie la varie´te´ par excision d’une partie. La de´finition de
cette capacite´ est inspire´ de la capacite´ e´lectrostatique, habituellement utilise´e
dans ce type de proble`me et d’une capacite´ introduite par G. Courtois [3] pour
traiter le cas des varie´te´s compactes sans bord.
De´finition 2.1 (Capacite´ de Dirichlet). Soit Ω une varie´te´ connexe, com-
pacte, a` bord ∂Ω lisse et A une partie de Ω. On note H˜10(Ω \A) l’adhe´rence
dans H10 (Ω) de {f ∈ C∞c (Ω \∂Ω); f = 0 sur un voisinage ouvert de A} et φ1
la premie`re fonction propre du laplacien sur Ω avec condition de Dirichlet sur
le bord, positive et unitaire pour la norme L2 sur Ω. On de´finit la capacite´ de
Dirichlet de A par
Cap(A) = inf
{∫
Ω
|∇f |2, f − φ1 ∈ H˜10(Ω \A)
}
.
Dans cette partie nous de´montrons le the´ore`me suivant (voir [3] pour un
the´ore`me analogue dans le cas sans bord).
The´ore`me 2.2. Soit Ω une varie´te´ compacte, connexe, a` bord lisse. Il existe
des constantes positives B1, (Ck)k≥1, (εk)k≥1 telles que pour toute partie A de
Ω, on a les ine´galite´s
Cap(A) ≤ B1
(
λ1(Ω \A)− λ1(Ω)
)
et si Cap(A) < εk,
0 ≤ λk(Ω \A)− λk(Ω) ≤ Ck Cap 12 (A).
Les constantes sont de´finies comme suit
B1 =
λ1(Ω) + λ2(Ω)
λ2(Ω)− λ1(Ω) ,
ε1 =
λ1(Ω)
16
,
C1 = 14
√
λ1(Ω).
Pour tout entier k ≥ 2,
εk =
λ21(Ω)
4k2(mk +
√
λ1(Ω))4
,
Ck = 2k
(
2λk(Ω)
(
1 +
mk√
λ1(Ω)
)2
+
(
mk +
Mk√
λ1(Ω)
+
√
λk(Ω)
)2)
(1)
ou` Mk = Mk(Ω) = max1≤i≤k
∣∣∣∣∇( φiφ1 )∣∣∣∣L∞, mk = mk(Ω) = max1≤i≤k || φiφ1 ||L∞
et (φi)i≥1 est une base orthogonale de fonctions propres de H10(Ω), unitaires
pour la norme L2 sur Ω.
Le the´ore`me 2.2 est de´montre´ dans le paragraphe 2.2. Nous montrerons en
particulier que les quantite´smk(Ω) etMk(Ω) sont bien de´finies. Dans le prochain
paragraphe, nous e´tablissons les proprie´te´s de la capacite´ de Dirichlet ne´cessaires
pour de´montrer ce re´sultat.
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2.1 Premie`res proprie´te´s de la capacite´ de Dirichlet
Proposition 2.3. Soit Ω une varie´te´ connexe, compacte, a` bord lisse et A une
partie de Ω. Il existe une unique fonction fA telle que
Cap(A) =
∫
Ω
|∇fA|2, avec fA − φ1 ∈ H˜10(Ω \A) .
De plus, les conditions suivantes sont e´quivalentes
i) Cap(A) = 0
ii) fA = 0
iii) H˜10(Ω \A) = H10 (Ω)
De´monstration : Notons (·, ·) le produit scalaire sur H10(Ω) de´fini par
(f, h) =
∫
Ω
〈∇f,∇h〉,
pour f, h appartenant a` H10(Ω). Muni de ce produit scalaire, H
1
0(Ω) est un espace
de Hilbert et pour toute partie A de Ω, Cap(A) est le carre´ de la distance de la
fonction identiquement nulle au sous-espace affine (ferme´) φ1 + H˜
1
0(Ω \A). Par
conse´quent la quantite´ Cap(A) est re´alise´e par une unique fonction appartenant
a` H10(Ω), que nous noterons fA. On en de´duit e´galement l’e´quivalence des points
i) et ii). Supposons maintenant que fA = 0, ceci implique que φ1 appartient a`
H˜10(Ω \A). Par conse´quent, il existe une suite (vn)n∈N de fonctions lisses de
H10(Ω) nulles sur un voisinage ouvert de A, qui tend vers la fonction φ1 pour la
norme usuelle de H10(Ω). D’apre`s le the´ore`me nodal de Courant, φ1 ne s’annule
pas sur Ω (voir [1] pour une de´monstration). Soit f une fonction lisse a` support
compact dans Ω \∂ Ω, la suite ( fφ1 vn)n∈N tend vers f dans H10(Ω) et appartient
a` H˜10(Ω \A), ce qui termine la de´monstration de l’implication ii) donne iii) par
densite´. L’implication re´ciproque est imme´diate puisque l’hypothe`se iii) implique
que φ1 appartient a` H˜
1
0(Ω \A).

La capacite´ de Dirichlet est une capacite´ au sens de la de´finition de G.
Choquet [2]. Nous de´montrons cette proprie´te´ dans la proposition ci-dessous.
Proposition 2.4. Soit Ω une varie´te´ connexe, compacte, a` bord lisse. La ca-
pacite´ de Dirichlet ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
1) Cap(A) ≤ ∫
Ω
|∇φ1|2 < +∞ pour toute partie A de Ω.
2) Cap(A) ≤ Cap(B) pour toutes parties A,B de Ω ve´rifiant A ⊂ B.
3) Cap(A) = limn→+∞Cap(An) pour tout partie A ve´rifiant
A = ∪nAn avec (An)n∈N une suite croissante de parties de Ω.
4) Cap(K) = limn→+∞Cap(Kn) pour toute partie compacte K ve´rifiant
K = ∩nKn avec (Kn)n∈N une suite de´croissante de parties compactes
de Ω.
De´monstration : La de´monstration qui suit est inspire´e de la preuve de
la proposition 2.4 de [3] qui traite le cas des varie´te´s compactes sans bord.
Les proprie´te´s 1) et 2) de´coulent de la de´finition de la capacite´ de Dirichlet.
Notons A = ∪nAn ve´rifiant les hypothe`ses du point 3) et FA = φ1 + H˜10(Ω \A).
Par de´finition, Cap(An) est une suite croissante majore´e par Cap(A) < +∞,
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par conse´quent elle converge. Nous allons en de´duire la convergence de la suite de
fonctions (fAn)n≥1. Pour cela, remarquons que (FAn)n≥1 est une suite de´croissan-
te pour l’inclusion, par conse´quent pour tout entier n et tout entier m ≥ n,
fAn − fAm appartient a` H˜10 (Ω \An). Or fAn est le projete´ orthogonal pour le
produit scalaire (·, ·), de 0 sur FAn , par conse´quent le the´ore`me de Pythagore et
la convergence de la suite (Cap(An))n≥1 impliquent la convergence de la suite
(fAn)n≥1 vers une fonction u. Par construction, la fonction u− φ1 appartient a`
∩nH˜10 (Ω \An). La proprie´te´ 3) de´coule alors de l’e´galite´
∩nH˜10 (Ω \An) = H˜10(Ω \A) .
La de´monstration de cette e´galite´ est similaire a` celle donne´e par G. Courtois
dans le cas sans bord, nous renvoyons donc a` [3, proposition 2.4] pour une
preuve.
Soit K = ∩nKn un compact de Ω ve´rifiant les hypothe`ses de 4). D’apre`s la
proprie´te´ 2), Cap(Kn) ≥ Cap(K) pour tout entier n. Fixons un re´el ε positif et
f une fonction lisse de H10(Ω), nulle sur un voisinage ouvert V de K, ve´rifiant∫
Ω
|∇(φ1 + f)|2 − Cap(K) ≤ ε .
Pour tout entier n assez grand, Kn est contenu dans V et par de´finition de la
capacite´,
Cap(Kn) ≤
∫
Ω
|∇(φ1 + f)|2,
ce qui termine la de´monstration.

La capacite´ de Dirichlet ve´rifie e´galement une proprie´te´ de sous-additivite´.
Lemme 2.5. Soit A un sous-ensemble de Ω, fA la fonction de´finie dans la
proposition 2.3 et qui ve´rifie Cap(A) =
∫
Ω
|∇fA|2. Sous ces hypothe`ses, on a
l’ine´galite´
fA ≤ φ1,
ou` φ1 est la fonction propre associe´e a` la premie`re valeur propre de Ω introduite
dans la de´finition 2.1.
Soit A,B deux parties de Ω. On a l’ine´galite´
Cap(A ∪B) ≤ Cap(A) + Cap(B).
De´monstration : De´montrons la premie`re partie de l’e´nonce´. Soit fA la
fonction dont l’e´nergie re´alise Cap(A). Notons h = min(fA, φ1). Par construc-
tion, la fonction h appartient a` H10(Ω) (voir [7, lemme 7.6]) et ve´rifie∫
Ω
|∇h|2 ≥ Cap(A).
Par conse´quent, on en de´duit∫
Ω∩{φ1−fA≥0}c
|∇fA|2 ≤
∫
Ω∩{φ1−fA≥0}c
|∇φ1|2. (2)
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Conside´rons maintenant la fonction ψ = max(fA, φ1). Par construction,
∫
Ω
ψ2 ≥∫
Ω φ
2
1 et en utilisant (2), on en de´duit∫
Ω
|∇ψ|2 ≤
∫
Ω
|∇φ1|2.
Par conse´quent, la caracte´risation variationnelle de la premie`re valeur propre
entraˆıne l’existence d’un re´el µ ≥ 1 tel que ψ = µφ1. En utilisant la de´finition
de fA, on montre que µ = 1 ; ce qui de´montre la premie`re ine´galite´.
Soit fB la fonction dont l’e´nergie re´alise Cap(B). La premie`re partie du
lemme montre que la fonction θ = max(fA, fB) est une fonction test pour la
capacite´ de la partie A ∪ B. De plus, pour presque tout x dans Ω, le gradient
de θ ve´rifie
|∇θ|2 ≤ |∇fA|2 + |∇fB|2,
ce qui permet de conclure. 
2.2 De´monstration du the´ore`me 2.2
De´montrons la premie`re partie du the´ore`me. On note ψ = φ1−φA ou` φA est
la premie`re fonction propre de Dirichlet du domaine Ω \A, positive et unitaire
pour la norme L2. Pre´cisons que si le sous-ensemble A n’est pas compact, le
spectre de Dirichlet de Ω \A de´signe le spectre de la forme quadratique usuelle
sur l’espace H˜10(Ω \A). Par choix de ψ, on a l’ine´galite´
Cap(A) ≤
∫
Ω
|∇ψ|2.
En de´veloppant puis en utilisant la formule de Green, on obtient
Cap(A) ≤ λ1(Ω) + λ1(Ω \A)− 2λ1(Ω)
∫
Ω
φ1φA. (3)
Notons (ci)i≥1 les coefficients du de´veloppement en se´rie de Fourier de la
fonction φA dans la base de fonctions propres (φk)k≥1 de H10(Ω). Avec ces no-
tations, on a c1 =
∫
Ω
φ1φA > 0. Par choix de la normalisation de φA, on a
||(ci)||l2(N∗) = 1, on en de´duit
λ1(Ω \A) ≥ λ1(Ω)c21 + λ2(Ω)(1− c21).
En utilisant 0 < c1 ≤ 1 , il vient
1− c1 ≤ λ1(Ω \A)− λ1(Ω)
λ2(Ω)− λ1(Ω) .
En injectant cette ine´galite´ dans (3), on obtient
Cap(A) ≤ (λ1(Ω \A)− λ1(Ω))
(
1 +
2λ1(Ω)
λ2(Ω)− λ1(Ω)
)
.
Montrons maintenant la deuxie`me partie de l’e´nonce´. Fixons un entier k ≥ 2.
L’ine´galite´ de gauche est imme´diate. Nous montrons l’ine´galite´ de droite en
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appliquant le principe du min-max au spectre de Ω \A. On note Ek le sous-
espace vectoriel de H˜10(Ω \A), de´finie par
Ek =
{
f(1− fA
φ1
), f ∈ Vect(φ1, · · · , φk)
}
.
Le fait que l’ensemble Ek soit contenu dans H˜
1
0(Ω \A) est une conse´quence du
lemme ci-dessous.
Lemme 2.6. Sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.2 et en notant φk la k
e fonction
propre de Dirichlet sur Ω, nous avons les estimations
sup
Ω
|φk|
φ1
<∞ et sup
Ω
∣∣∣∣∇(φkφ1
)∣∣∣∣ <∞.
Nous donnons une de´monstration de ce lemme a` la fin de cette section.
Notons ψk = φk(1− fAφ1 ) et pour alle´ger les notations,
Mk = Mk(Ω) = max1≤i≤k
∣∣∣∣∇( φiφ1 )∣∣∣∣L∞ et mk = mk(Ω) = max1≤i≤k || φiφ1 ||L∞ .
Pour simplifier, nous noterons (λi)i≥1 les valeurs propres de Ω. Soit i, j deux
entiers dans {1, · · · , k}, on a l’e´galite´∫
Ω
ψiψj = δi,j +
∫
Ω
φi
φ1
φj
φ1
f2A − 2
∫
Ω
φiφj
φ1
fA.
En utilisant l’ine´galite´ de Poincare´, on obtient∣∣∣∣∫
Ω
ψiψj − δi,j
∣∣∣∣ ≤ m2kλ1 Cap(A) + 2 mk√λ1 Cap 12 (A).
Quitte a` supposer Cap(A) ≤ 1, il vient∣∣∣∣∫
Ω
ψiψj − δi,j
∣∣∣∣ ≤ (1 + mk√λ1
)2
Cap
1
2 (A). (4)
Notons X1 =
(
1 + mk√
λ1
)2
Cap
1
2 (A).
∫
Ω
〈∇ψi,∇ψj〉 = λiδij −
(I)︷ ︸︸ ︷∫
Ω
fA
(
〈∇(φi
φ1
),∇φj〉+ 〈∇(φj
φ1
),∇φi〉
)
+
(II)︷ ︸︸ ︷∫
Ω
f2A〈∇(
φi
φ1
),∇(φj
φ1
)〉−
(III)︷ ︸︸ ︷∫
Ω
〈∇fA, φi
φ1
∇φj + φj
φ1
∇φi〉
+
(IV )︷ ︸︸ ︷∫
Ω
φiφj
φ21
|∇fA|2+
(V )︷ ︸︸ ︷∫
Ω
〈fA∇fA, φi
φ1
∇
(
φj
φ1
)
+
φj
φ1
∇
(
φi
φ1
)
〉 . (5)
On majore chacun des termes comme suit.
|(I)| ≤ 2Mk
(
λk
λ1
) 1
2
Cap
1
2 (A), |(II)| ≤ M
2
k
λ1
Cap(A),
7
|(III)| ≤ 2mkλ
1
2
k Cap
1
2 (A), |(IV )| ≤ m2k Cap(A),
|(V )| ≤ 2mkMk
λ
1
2
1
Cap(A).
Ce qui donne∣∣∣∣∫
Ω
〈∇ψi,∇ψj〉 − λiδij
∣∣∣∣ ≤ 2
((
λk
λ1
) 1
2
Mk +mk
√
λk
)
Cap
1
2 (A)+
(
Mk√
λ1
+mk
)2
Cap(A).
On majore cette expression par∣∣∣∣∫
Ω
〈∇ψi,∇ψj〉 − λiδij
∣∣∣∣ ≤ (mk + Mk√λ1 +√λk
)2
Cap
1
2 (A). (6)
Notons X2 =
(
mk +
Mk√
λ1
+
√
λk
)2
Cap
1
2 (A).
Il reste a` e´tablir une condition suffisante pour que la famille des fonctions
tests (ψi)1≤i≤k soit de dimension k. Supposons∣∣∣∣∫
Ω
ψiψj − δi,j
∣∣∣∣ ≤ X
et
∑k
i=1 aiψi = 0, avec (ai)1≤i≤k une famille de re´els ve´rifiant
∑k
i=1 a
2
i = 1.
Nous pouvons supposer |a1|2 ≥ 1k . On de´duit de l’e´galite´
∫
Ω
(
∑k
i=1 aiψi)ψ1 = 0,
l’estimation ∫
Ω
ψ21 |a1| ≤
k∑
i=2
|ai|
∣∣∣∣∫
Ω
ψiψ1
∣∣∣∣ .
On en de´duit X ≥ 1k . Par conse´quent, en utilisant (4), nous en de´duisons que
la famille (ψi)1≤i≤k est libre si la capacite´ de l’ensemble A ve´rifie
Cap(A) <
λ21
4k2(mk +
√
λ1)4
, (7)
ce que l’on suppose dore´navant.
Soit f appartenant a` Ek. Supposons que f =
∑k
i=1 biψi avec
∑k
i=1 b
2
i = 1. On
de´duit des estimations pre´ce´dentes, les ine´galite´s∫
Ω \A
|∇f |2 ≤ λk(Ω) + kX2,
∫
Ω \A
f2 ≥ 1− kX1.
Par conse´quent en utilisant (7), on en de´duit
λk(Ω \A) ≤ λk(Ω) + 4kλk(Ω)X1 + 2kX2,
ce qui donne le re´sultat. La de´monstration dans le cas k = 1 est similaire, elle
utilise la fonction test φ1 − fA, nous laissons les de´tails au lecteur.
De´monstration du lemme 2.6
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Notons hk =
φk
φ1
. D’apre`s le the´ore`me nodal de Courant, le supremum de
hk est fini sur toute partie compacte de Ω \∂Ω. D’autre part par le principe du
maximum [1], le gradient de φ1 ve´rifie en tout point x du bord ∂ Ω,
η(x).φ1 > 0 (8)
ou` η(x) est la normale unitaire inte´rieure en x. Pour controˆler hk, nous utilisons
des coordonne´es normales par rapport a` ∂ Ω. Par abus de notation, on note
φk(t, x) la fonction φk dans ces coordonne´es (avec t la coordonne´e normale et
x appartient a` ∂ Ω). Sous les hypothe`ses du lemme, toute fonction propre du
laplacien pour les conditions de Dirichlet au bord, est lisse sur Ω et nulle sur
∂ Ω. Par conse´quent pour tout entier positif k et tout x dans ∂ Ω fixe´s, un
de´veloppement limite´ donne
φk(t, x) = t
∂
∂t
φk(0, x) +O(t
2), (9)
ou` O(t2) de´pend de ||Hess(φk)||L∞ , on en de´duit donc
sup
Ω
|φk|
φ1
<∞.
Estimons maintenant le gradient de hk. Un calcul donne
∇hk = 1
φ21
(φ1∇φk − φk∇φ1).
Donc, il suffit e´galement de controˆler |∇hk| au voisinage de ∂ Ω. Dans ce but,
nous utilisons la meˆme me´thode que ci-dessus.
(φ1∇φk − φk∇φ1)(t, x) = (φ1∂tφk − φk∂tφ1)(t, x) ∂
∂t
+
n−1∑
i=1
(φ1∂xiφk − φk∂xiφ1)(t, x)
∂
∂xi
. (10)
D’apre`s (9), on en de´duit
(φ1∂tφk − φk∂tφ1)(t, x) = O(t2),
ou` O(t2) de´pend de ||Hess(φk)||L∞ et de ||Hess(φ1)||L∞ . On obtient une formule
similaire pour les autres termes, par conse´quent supΩ
∣∣∣∇(φkφ1 )∣∣∣ <∞.
3 Ine´galite´ de Faber-Krahn
L’ine´galite´ de Faber-Krahn affirme que parmi les domaines borne´s de l’espace
euclidien de volume fixe´ et dont le bord est lisse, la premie`re valeur propre de
Dirichlet est minimale lorsque le domaine est une boule et que ce minimum est
caracte´ristique de la boule. A. Melas a de´montre´ qu’un domaine convexe dont
la premie`re valeur propre de Dirichlet est proche de celle d’une boule de meˆme
volume, est proche au sens de la distance de Hausdorff, d’une boule de meˆme
volume.
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The´ore`me 3.1 (Melas, [10]). Soit Ω un domaine convexe borne´ de l’espace
euclidien dont le bord est lisse. Supposons que la premie`re valeur propre de
Dirichlet de ce domaine ve´rifie
λ1(Ω) ≤ (1 + ε)λ1(B)
ou` B est une boule euclidienne de meˆme volume que Ω. Sous ces hypothe`ses, il
existe une fonction c(ε) explicite, de´pendant de la dimension et tendant vers 0
avec ε, telle que la distance de Hausdorff entre Ω et B ve´rifie
dH(Ω, B) ≤ c(ε)vol(Ω) 1n .
En utilisant la de´croissance du spectre de Dirichlet par rapport a` l’inclusion,
on de´duit de ce re´sultat que sous les hypothe`ses du the´ore`me de A. Melas, tout
le spectre du convexe est (non uniforme´ment) proche de celui d’une boule de
meˆme volume.
Corollaire 3.2. Sous les hypothe`ses du the´ore`me 3.1, il existe une fonction
explicite r(ε) telle que pour tout entier k ≥ 2, on a l’estimation
(1 − r(ε))λk(B) ≤ λk(Ω) ≤ (1 + r(ε))λk(B).
L’objet de cette partie est d’e´tablir un re´sultat similaire au corollaire ci-
dessus sans hypothe`se de convexite´. Signalons que sans cette hypothe`se de con-
vexite´, on ne peut espe´rer obtenir ce type de re´sultat comme un corollaire d’un
re´sultat de proximite´ ge´ome´trique (au sens de Hausdorff). Pre´cise´ment, nous
allons montrer le
The´ore`me 3.3. Soit Ω un domaine borne´ de l’espace euclidien de dimension
n (n ≥ 3) dont le bord est lisse. Supposons que la premie`re valeur propre de
Dirichlet de ce domaine ve´rifie
λ1(Ω) ≤ (1 + ε)λ1(B)
ou` B est une boule euclidienne de meˆme volume que Ω. Sous ces hypothe`ses, il
existe des constantes positives (αk)k≥2 et (C′k)k≥2 telles que si ε < αk alors
|λk(B) − λk(Ω)| ≤ C′k ε
1
80n ,
ou` les constantes αk et C
′
k de´pendent des parame`tres n, k, vol(Ω).
Remarque 3.4. La de´monstration du the´ore`me 3.3 permet d’obtenir des ex-
pressions explicites des constantes C′k et αk ci-dessus, de´pendant des parame`tres
n, k, vol(Ω) et des quantite´s (λi(B))i≥1,mk(B),Mk(B). Cependant, les expres-
sions obtenues sont trop complique´es pour eˆtre reproduites ici.
Remarque 3.5. La de´monstration du the´ore`me 3.3 permet e´galement de traiter
le cas des domaines plans. Il suffit d’utiliser une ine´galite´ isope´rime´trique de
Bonnesen a` la place de celle de Hall. La de´monstration ci-dessous peut aussi
eˆtre adapte´e aux cas de la sphe`re et de l’espace hyperbolique si l’on de´montre
sur ces espaces une ine´galite´ isope´rime´trique analogue au the´ore`me 3.6.
La de´monstration du the´ore`me 3.3 fait l’objet des paragraphes suivants.
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3.1 Ine´galite´ isope´rime´trique de Hall
La premie`re e´tape de la de´monstration du the´ore`me 3.3 consiste a` utiliser
une ine´galite´ isope´rime´trique quantitative e´tablie par R.R. Hall [8].
The´ore`me 3.6 ([8, theorem 1]). Soit Ω un domaine borne´ de l’espace eucli-
dien de dimension n (n ≥ 3), dont le bord est lisse. On note F (Ω) la quantite´
de´finie par
sup
A
(
vol(B ∩ Ω)) = (1− F (Ω))vol(Ω),
ou` A = {B boules de volume vol(B) = vol(Ω)}.
Il existe une constante c(n) > 0 ne de´pendant que de la dimension n telle
que
vol(∂ Ω) ≥ vol(∂B)(1 + c(n)F (Ω)4).
Remarque 3.7. Le the´ore`me 1 de [8] comporte l’hypothe`se supple´mentaire
F (Ω) ≤ 1 − 1(5n)2 , R.R. Hall pre´cise que l’on peut supprimer cette hypothe`se,
quitte a` modifier la constante dans la conclusion du the´ore`me.
On de´duit de cette ine´galite´ isope´rime´trique une description ge´ome´trique
approximative des domaines euclidiens ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 3.3.
Proposition 3.8 ([12, Theorem A]). Soit Ω un domaine borne´ de l’espace
euclidien de dimension n ≥ 3, dont le bord est lisse. Il existe une constante ne
de´pendant que de la dimension c(n) telle que, pour tout h dans ]0, vol(Ω)−
1
2 [, il
existe une boule B de meˆme volume que Ω pour laquelle on l’ine´galite´
vol(Ω \B) ≤ vol(Ω) 78
(
c(n)
(ε 12
h
) 1
4
+ vol(Ω)
1
8
(
1−
(1− h(vol(Ω)) 12
(1 + ε)
1
2
)n))
,
ou` ε = λ1(Ω)λ1(B) − 1 et c(n) est la constante introduite dans le the´ore`me 3.6.
Remarque 3.9. Cette proposition montre qu’un domaine borne´ dont la premie`re
valeur propre est proche de celle d’une boule de meˆme volume, est, a` des en-
sembles de petits volumes pre`s, une boule. Cependant, cela n’implique aucun
controˆle du diame`tre du domaine ni, a` priori, des valeurs propres suivantes. On
peut penser, par exemple, a` un disque du plan auquel on colle de manie`re lisse
un « rectangle » long et fin.
On de´duit de cette proposition une majoration de la forme
vol(Ω \B) ≤ c1(n)vol(Ω) ε 110 . (11)
De´monstration de l’ine´galite´ (11).
Posons h = ε
α
vol(Ω)
1
2
avec 0 < α < 12 . On suppose 0 < ε < 1. En utilisant la
minoration
1
(1 + ε)
1
2
≥ 1− ε,
on obtient par hypothe`se sur α,
1− h(vol(Ω)) 12
(1 + ε)
1
2
=
1− εα
(1 + ε)
1
2
≥ (1− εα)2.
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On en de´duit
1−
(
1− h(vol(Ω)) 12
(1 + ε)
1
2
)n
≤ 2n εα,
d’ou` la majoration
vol(Ω \B) ≤ vol(Ω)(c(n) + 2n) εmin{1/4(1/2−α),α} .
La majoration est optimale en choisissant α = 110 . Notons c1(n) = c(n) + 2n.

Soit Ω un domaine ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 3.3. Fixons B0
une boule de meˆme volume que Ω telle que 1 − F (Ω) = vol(B0∩Ω)vol(Ω) . Notons
D1 = B0∩Ω, le domaine B0 apre`s excision par le domaine A0 = B0∩Ωc (ou` Ωc
est le comple´mentaire de Ω dans Rn). Pour de´crire la suite de la de´monstration,
nous avons besoin des estimations ci-dessous.
|λk(Ω)− λk(B0)| ≤ |λk(Ω)− λk(D1)|+ |λk(D1)− λk(B0)|
≤ λk(D1)− λk(Ω) + λk(D1)− λk(B0)
≤ λk(B0)− λk(Ω) + 2(λk(D1)− λk(B0)),
on obtient finalement
|λk(Ω)− λk(B0)| ≤ λk(B0)− λk(Ω∪B0) + 2(λk(D1)− λk(B0)). (12)
La suite de la de´monstration repose sur l’ide´e suivante : conside´rons un domaine
contenant une boule de volume presque e´gal a` celui du domaine. Alors on peut
montrer que le spectre du domaine est proche de celui de la boule. La me´thode
consiste a` construire a` l’aide des fonctions propres du domaine que l’on tronque
par des fonctions plateaux, des fonctions tests sur une boule concentrique et de
rayon le´ge`rement supe´rieur a` celui de la boule contenue dans le domaine. On
conclut en utilisant l’expression explicite du spectre d’une boule euclidienne en
fonction de son rayon. Cette me´thode permet e´galement de controˆler la premie`re
valeur propre d’une boule de rayon le´ge`rement supe´rieur a` celui de B0, excise´e
par A0, en fonction de la premie`re valeur propre du domaine Ω et d’un terme
petit controle´. Nous de´duirons du controˆle de cette premie`re valeur propre et
du the´ore`me 2.2, une majoration du terme λk(D1)− λk(B0).
3.2 Transplantation de fonctions propres
Dans la suite, toutes les boules conside´re´es auront meˆme centre que la boule
B0 et on choisira ce centre comme origine de R
n. De plus, on notera R le re´el
positif tel que
vol(B0) = vol(B(R)) soit R =
(
vol(Ω)
wn
) 1
n
,
ou` wn de´signe le volume de la boule unite´ de R
n. Dans ce paragraphe, on e´tablit
le re´sultat technique suivant.
Lemme 3.10. Soit Ω̂ un domaine borne´ de Rn tel que vol(Ω̂ \B0) ≤ θ et k un
entier non nul fixe´. Il existe des constantes R′ = R′(R, θ, n), γ = γ(k, n, λk(Ω̂))
et κ = κ(k, n, λk(Ω̂)) telles que la proprie´te´ suivante est ve´rifie´e. Pour θ < κ,
12
il existe une famille de fonctions (Fi)1≤i≤k de H10 (B
′), orthonorme´e pour le
produit scalaire L2 sur B′, qui ve´rifie pour tout i dans {1, · · · , k},∫
B′
|∇Fi|2 ≤ λi(Ω̂) + γ θ 12n ,
ou`
B′ = B(R′) \ (B0 ∩ Ω̂
c
), R′ = R+ 2θ
1
4n .
Remarque 3.11. Ce lemme est la premie`re e´tape de la de´monstration du fait
que le spectre de Dirichlet d’un domaine contenant une boule, dont le volume
est presque e´gal a` celui du domaine, est proche du spectre de Dirichlet de cette
boule.
Remarque 3.12. Un expression explicite des constantes γ et κ est donne´e a`
la fin de la de´monstration.
De´monstration : La construction des fonctions « tests » (Fi)1≤i≤k de
H10 (B
′) se de´roulent en plusieurs e´tapes. Nous commenc¸ons par e´tablir une
majoration du terme ∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2i
avec φi une fonction propre de Ω̂ et β une constante positive petite (voir (14)).
Nous de´finissons ensuite des fonctions (ψi)1≤i≤k. A l’aide de la majoration
obtenue dans la premie`re e´tape, nous estimons l’e´nergie et la valeur du produit
scalaire usuel sur L2 de tout couple de la famille (ψi)1≤i≤k. Nous terminons la
preuve a` l’aide d’un lemme technique (lemme 3.13).
Dans la de´monstration ci-dessous, les constantes α et β sont fixe´es. On les
choisira de manie`re convenable au moment de construire les fonctions tests.
Soit s < t deux re´els positifs. On note χs,t : R
n → R+ la fonction de´finie par
χs,t(x) =

1 si |x| ≤ s
− |x|t−s + tt−s si s ≤ |x| ≤ t
0 si |x| > t
Notons χ1 = χR,R+β . Soit φi une fonction propre de Ω̂ de valeur propre λi(Ω̂)
que l’on prolonge par 0 en dehors de Ω̂. On suppose la fonction φi unitaire pour
la norme L2 sur Ω̂. Par construction, (1− χ1)φi appartient a` H10 (Ω̂ \B0). Pour
tout x dans Ω̂ \B(R+ β), on a l’e´galite´
φ2i (x) = ((1 − χ1)φi)2(x)
d’ou` ∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2i ≤
∫
Ω̂
((1 − χ1)φi)2. (13)
Nous cherchons maintenant a` majorer le terme de droite de l’ine´galite´ (13).
L’ine´galite´ de Faber-Krahn entraine
λ1(Ω̂ \B0) ≥ c2(n)
θ
2
n
,
13
avec c2(n) = λ1(B(1))w
2
n
n . On en de´duit∫
Ω̂
((1 − χ1)φi)2 ≤ θ
2
n
c2(n)
∫
Ω̂
|∇((1− χ1)φi)|2.
Or ∫
Ω̂
|∇((1 − χ1)φi)|2 ≤ 2
(∫
Ω̂
|∇φi|2 + ||∇χ1||2L∞
∫
Ω̂ \B0
φ2i
)
et
||∇χ1||2L∞ =
1
β2
.
On obtient finalement en utilisant (13)∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2i ≤
2θ
2
n
c2(n)
(
λi(Ω̂) +
1
β2
)
. (14)
Notons χ2 = χR+β,R+β+α et ψi = χ2φi. Par construction, la fonction ψi
appartient a` H10 (B(R + α + β) \ (B0 ∩ Ω̂
c
)). On de´finit le domaine B′ de la
manie`re suivante, B′ = B(R + α+ β) \ (B0 ∩ Ω̂
c
). On a l’e´galite´∣∣∣∣∫
B′
ψiψj −
∫
Ω̂
φiφj
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Ω̂
(1− χ22)φiφj
∣∣∣∣ .
On de´duit de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz,
∣∣∣∣∫
B′
ψiψj −
∫
Ω̂
φiφj
∣∣∣∣ ≤
(∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2i
) 1
2
(∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2j
) 1
2
.
Estimons maintenant l’e´nergie des fonctions ψi.∫
B′
|∇ψi|2 ≤ λi(Ω̂) + ||∇χ2||2∞
∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2i+
2||∇χ2||∞
√
λi(Ω̂)
(∫
Ω̂ \B(R+β)
φ2i
) 1
2
.
On de´duit de (14)
∫
B′
|∇ψi|2 ≤ λi(Ω̂) + 2θ
2
n
α2c2(n)
(
λk(Ω̂) +
1
β2
)
+
2
α
(
λk(Ω̂)
2θ
2
n
c2(n)
(
λk(Ω̂) +
1
β2
)) 12
et ∣∣∣∣∫
B′
ψiψj −
∫
Ω̂
φiφj
∣∣∣∣ ≤ (λk(Ω̂) + 1β2
)
2θ
2
n
c2(n)
.
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Fixons α2 = β2 = θ
1
2n . On en de´duit (on suppose θ < 1)∫
B′
|∇ψi|2 ≤ λi(Ω̂)+ 2
c2(n)
(
λk(Ω̂)+1
)
θ
1
n +2
(
λk(Ω̂)
2
c2(n)
(
λk(Ω̂) + 1
)) 12
θ
1
2n .
On obtient ∫
B′
|∇ψi|2 ≤ λi(Ω̂) + c(k, n) θ 12n ,
avec
c(k, n) =
(
8
c2(n)
+ 1
)
max{λk(Ω̂), 1}. (15)
On en de´duit e´galement∣∣∣∣∫
B′
ψiψj −
∫
Ω̂
φiφj
∣∣∣∣ ≤ c(k, n) θ 12n .
On termine la preuve du lemme 3.10 a` l’aide du lemme suivant, dont une
de´monstration se trouve en annexe.
Lemme 3.13. Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien de dimension k et q une forme
quadratique sur E. Soit (fi)1≤i≤k une famille d’e´le´ments de E ve´rifiant pour tout
i, j dans {1, · · · , k}
|〈fi, fj〉 − δi,j | ≤ c et q(fi) ≤ λi + c
ou` δi,j de´signe le symbole de Kronecker, c un re´el positif et λi une famille
croissante de nombres positifs. Supposons de plus que le re´el c ve´rifie cak ≤ 14
ou` ak est de´fini par la relation de re´currence as = 1+
∑s−1
i=1 a
2
i et a1 = 1. Sous
ces hypothe`ses, il existe une base orthonorme´e (Fi)1≤i≤k de (E, 〈·, ·〉) telle que
pour tout i dans {1, · · · , k},
q(Fi) ≤ λi + 14kakmax{λk, 1}c.
En appliquant le lemme 3.13 aux fonctions (ψi), on obtient une famille
orhonorme´e de fonctions (Fi)1≤i≤k qui ve´rifient pour θ < κ
q(Fi) ≤ λi(Ω) + γ θ 12n ,
avec
κ = κ(k, n, λk(Ω̂)) =
(
1
4akc(k, n)
)2n
ou` c(k, n) est la constante de´finie par (15) et
γ = γ(k, n, λk(Ω̂)) =
(
8
c2(n)
+ 1
)
14kakmax{λk(Ω̂)2, 1},
ou` c2(n) = λ1(B(1))w
2
n
n .

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En appliquant le lemme 3.10 dans le cas ou` Ω̂ = Ω et en utilisant l’estimation
de volume (11), on en de´duit le
Corollaire 3.14. Soit Ω un domaine ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 3.3.
En conservant les notations du lemme 3.10, on a sous l’hypothe`se
ε < min{1, ρ(vol(Ω), n, λ1(B0))}, l’ine´galite´
λ1(B(R
′) \ (Ωc ∩B0)) ≤ λ1(Ω) + γ(1, n, 2λ1(B0))
(
c1(n)vol(Ω)
) 1
2n ε
1
20n , (16)
avec
R′ = R+2
(
c1(n)vol(Ω)
) 1
4n ε
1
40n et ρ(vol(Ω), n, λ1(B0)) =
(
κ(1, n, 2λ1(B0))
c1(n)vol(Ω)
)10
.
Pour alle´ger les notations, nous noterons
τ(ε) = γ(1, n, 2λ1(B0))
(
c1(n)vol(Ω)
) 1
2n ε
1
20n .
3.3 Majoration de l’expression λk(B0)− λk(Ω∪B0)
Le lemme 3.10 permet e´galement de de´montrer le re´sultat suivant.
Lemme 3.15. Soit Ω un domaine ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 3.3.
Nous conservons les notations du lemme 3.10. Pour tout entier k ≥ 2 et pour ε <
µ(λk(B0), k, n, vol(Ω)), il existe une famille de fonctions (Fi)1≤i≤k de H10 (B0),
orthonorme´e pour le produit scalaire L2 sur B0, qui ve´rifie pour tout i dans
{1, · · · , k}, ∫
B0
|∇Fi|2 ≤ λi(Ω∪B0) + β
(
λk(B0), k, n, vol(Ω)
)
ε
1
40n ,
avec
β
(
λk(B0), k, n, vol(Ω)
)
= c4(k, n)max{1, λ2k(B0)}max{vol(Ω)−
3
2n , vol(Ω)
1
2n }
et
µ(λk(B0), k, n, vol(Ω)) =
(
κ(k, n, λk(B0))
c1(n)vol(Ω)
)10
.
De´monstration : Il suffit d’appliquer une homothe´tie aux fonctions cons-
truites dans le lemme 3.10 dans le cas ou` Ω̂ = Ω∪B0 et de remarquer que
λk(Ω∪B0) ≤ λk(B0). 
Nous de´duisons du lemme 3.15, une majoration de λk(B0) − λk(Ω∪B0) a`
l’aide du lemme 3.17 dont une preuve se trouve en annexe.
De´finition 3.16. Soit (µi)i≥1 une suite croissante de nombres re´els positifs.
Pour tout entier i positif, on note
µ+i = min{µj; µj > µi}.
Lemme 3.17. Soit (H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert et q une forme quadratique
de´finie sur un domaine D(q) dense dans H. On suppose que le spectre de q est
discret, on note (µi)i≥1 les valeurs propres de q et (hi)i≥1 une base orthonorme´e
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de vecteurs propres de q. Soit k un entier positif fixe´. Supposons qu’il existe une
famille (fi)1≤i≤k orthonorme´e qui ve´rifie pour tout i dans {1, · · · , k},
q(fi) ≤ λi + η
avec 0 < λi ≤ µi. Il existe une constante ck telle que si η ve´rifie η ≤ 12ck alors
on a pour tout i dans {1, · · · , k},
µi ≤ λi + ck+1η.
La constante ck est de´finie par ck = (8tkµk)
k 1
µk
ou`
tk = max(max1≤i≤k( 1µ+
i
−µi ), 1).
En appliquant ce lemme avec λi = λi(Ω∪B0) et µi = λi(B0), on en de´duit
la proposition suivante
Proposition 3.18. Soit Ω un domaine ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me
3.3. Supposons que ǫ < min
{
µ,
(
1
2ckβ
)40n}
alors pour tout i dans {1, · · · , k},
on a
λi(B0) ≤ λi(B0 ∪ Ω) + ck+1β ε 140n
ou` ck est la constante de´finie dans le lemme 3.17, µ = µ(λk(B0), k, n, vol(Ω)),
β = β
(
λk(B0), k, n, vol(Ω)
)
sont les constantes de´finies dans le lemme 3.15.
3.4 Majoration de l’expression λk(D1)− λk(B0)
Commenc¸ons par faire la remarque suivante (en utilisant le the´ore`me 2.2
dans le cas ou` Ω = B(R′) et les notations introduites dans son e´nonce´).
λk(D1)− λk(B0) ≤ λk(D1)− λk(B(R′))
≤ Ck
(
Cap(AR,R′ ∪ A0)
) 1
2
si Cap(AR,R′ ∪ A0) est assez petit (le domaine AR,R′ de´signe B(R′) \ B(R) et
R′ est de´fini dans le corollaire 3.14). La capacite´ de Dirichlet est sous-additive
(lemme 2.5), il suffit donc de majorer se´pare´ment les deux termes. Nous utilisons
de nouveau le the´ore`me 2.2.
Cap(AR,R′ ) ≤ B1λ1(B0)
(
1−
(
R
R′
)2)
et
Cap(A0) ≤ B1
(
λ1(B(R
′) \A0)− λ1(B(R′))
)
.
D’ou` en utilisant le corollaire 3.14,
Cap(A0) ≤ B1
(
ε λ1(B0) + τ(ε) + λ1(B0)
(
1−
(
R
R′
)2))
,
par hypothe`se sur la premie`re valeur propre λ1(Ω).
Notons c5(n, vol(Ω)) = 2
(
c1(n)vol(Ω)
) 1
4n , nous avons l’e´galite´
R′
R
= 1 +
1
R
c5(n, vol(Ω)) ε
1
40n ,
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d’ou` (
R
R′
)2
≥
(
1− 1
R
c5(n, vol(Ω)) ε
1
40n
)2
,
on en de´duit
1−
(
R
R′
)2
≤ 4
(
c1(n)
w4n
) 1
4n
vol(Ω)−
3
4n ε
1
40n .
Finalement, il existe une constante δ(n, vol(Ω), λ1(B0)) telle que
Cap(A0) ≤ δ(n, vol(Ω), λ1(B0)) ε 140n .
Par conse´quent si δ(n, vol(Ω), λ1(B0)) ε
1
40n ≤ εk, on a
λk(D1)− λk(B0) ≤ Ckδ 12 (n, vol(Ω), λ1(B0)) ε 180n .
Annexe : De´monstration des lemmes 3.13 et 3.17
De´monstration du lemme 3.13
Rappelons l’e´nonce´ du lemme 3.13.
Lemme. Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien de dimension k et q une forme
quadratique sur E. Soit (fi)1≤i≤k une famille d’e´le´ments de E ve´rifiant pour
tout i, j dans {1, · · · , k}
|〈fi, fj〉 − δi,j | ≤ c et q(fi) ≤ λi + c
ou` δi,j de´signe le symbole de Kronecker, c un re´el positif et λi une famille
croissante de nombres positifs. Supposons de plus que le re´el c ve´rifie cak ≤ 14
ou` ak est de´fini par la relation de re´currence as = 1+
∑s−1
i=1 a
2
i et a1 = 1. Sous
ces hypothe`ses, il existe une base orthonorme´e (Fi)1≤i≤k de (E, 〈·, ·〉) telle que
pour tout i dans {1, · · · , k},
q(Fi) ≤ λi + 14kakmax{λk, 1}c.
De´monstration : Dans la de´monstration, nous utiliserons les majorations
ci-dessous, valables sous l’hypothe`se 0 ≤ c ≤ 12 .
1
1− c ≤ 1 + 4c,
√
1
1− c ≤ 1 + 2c.
Notons
F1 =
f1
||f1|| ,
ou` || · || est la norme associe´e au produit scalaire 〈·, ·〉.
Pour tout i dans {2, · · · , k}, on de´finit par re´currence
hi = fi −
i−1∑
j=1
〈Fj , fi〉Fj et Fi = hi||hi|| .
Pour tout s dans {2, · · · , k} et sous l’hypothe`se c ≤ 12 , on a
|〈fs, F1〉| ≤
√
2c.
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Nous allons montrer par re´currence que pour tout i dans {1, · · · , k− 1} et pour
tout s > i, on a
|〈fs, Fi〉| ≤
√
2aic.
Fixons i et s tels que i < s, alors les ine´galite´s ci-dessous sont ve´rifie´es
|〈fs, Fi〉| ≤ 1||hi||
|〈fs, fi〉|+ i−1∑
j=1
|〈fs, Fj〉〈fi, Fj〉|

et
||hi|| ≥
1− c− i−1∑
j=1
|〈fs, Fj〉〈fi, Fj〉|

1
2
.
Par conse´quent, par hypothe`se de re´currence et sous l’hypothe`se ai−1c ≤ 12 ,
|〈fs, Fi〉| ≤ 1||hi||
(
c+ 2c2
i−1∑
j=1
a2j
)
.
Notons p(fi) =
∑i−1
j=1〈Fj , fi〉Fj . On de´duit de l’e´galite´ 〈hi, p(fi)〉 = 0
||hi||2 = ||fi||2 − ||p(fi)||2,
d’ou`
||hi|| ≥
(
1− c− 2c2
i−1∑
j=1
a2j
) 1
2
.
Par conse´quent, si aic ≤ 12 on en de´duit (en utilisant c ≤ 12 )
|〈fs, Fi〉| ≤
√
2c
(
1 +
i−1∑
j=1
a2j
)
,
ce qui de´montre la proprie´te´.
Estimons maintenant q(Fi) pour i appartenant a` {1, · · · , k}. Par de´finition
de F1, on a
q(F1) ≤ λ1
1− c +
c
1− c ,
d’ou`
q(F1) ≤ λ1 + 4λkc+ 2c.
Nous allons montrer par re´currence que l’hypothe`se cak ≤ 14 entraˆıne
q(Fk)− λk ≤ 14ckakmax{λk, 1}.
L’ine´galite´ est ve´rifie´e pour k = 1. Pour alle´ger les notations, notons
Ak = λk + 14ckakmax{λk, 1}.
Fixons s tel que 2 ≤ s ≤ k. Par de´finition de Fs, on a
q(Fs) ≤ 1||hs||2
(
q(fs) + q(p(fs)) + 2
√
q(p(fs))q(fs)
)
.
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En utilisant la forme biline´aire associe´e a` q, on obtient
q(p(fs)) ≤ As−1
∑
1≤i,j≤s−1
|〈fs, Fi〉〈fs, Fj〉|.
En utilisant l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz, il vient
q(p(fs)) ≤ 2As−1c2(as − 1).
On de´duit de l’hypothe`se q(fs) ≤ λs + c, de ||hs||2 ≥ 1− asc et de asc ≤ 12 ,
q(Fs) ≤ λs(1 + 4asc) + 2
(
c+ 2c2As−1(as − 1) + 2c
√
2As−1(as − 1)
√
q(fs)
)
,
que l’on majore par
q(Fs)− λs ≤ 4ascλk + 2
(
c+ cAs−1 + c
(
2As−1(as − 1) + λs + c
))
.
On en de´duit
q(Fs)− λs ≤ 10casmax{λk, 1}+ 4casAs−1,
on conclut en utilisant 4cas ≤ 1. 
De´monstration du lemme 3.17
De´montrons le
Lemme. Soit (H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert et q une forme quadratique de´finie
sur un domaine D(q) dense dans H. On suppose que le spectre de q est discret,
on note (µi)i≥1 les valeurs propres de q et (hi)i≥1 une base orthonorme´e de
vecteurs propres de q. Soit k un entier positif fixe´. Supposons qu’il existe une
famille (fi)1≤i≤k orthonorme´e qui ve´rifie pour tout i dans {1, · · · , k},
q(fi) ≤ λi + η
avec 0 < λi ≤ µi. Il existe une constante ck telle que si η ve´rifie η ≤ 12ck alors
on a pour tout i dans {1, · · · , k},
µi ≤ λi + ck+1η.
La constante ck est de´finie par ck = (8tkµk)
k 1
µk
ou` tk = max
(
max1≤i≤k
(
1
µ+
i
−µi
)
, 1
)
.
De´monstration :
Pour tout i dans {1, · · · , k}, on de´compose la fonction fi comme suit
fi =
i∑
s=1
aishs + bigi,
ou` l’on peut supposer que la fonction gi est de norme 1 et q−orthogonal aux i
premiers espaces propres de q. Sous ces hypothe`ses, on a donc en particulier
i∑
s=1
a2is + b
2
i = 1. (17)
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Pour de´montrer le lemme, il suffit de montrer que les coefficients aii sont proches
de 1.
L’orthonormalite´ de la famille (fi)1≤i≤k implique (pour j < i) l’estimation
|aijajj | ≤
(
j−1∑
s=1
a2is
) 1
2
(
j−1∑
s=1
a2js
) 1
2
+ |bj |. (18)
En particulier on a pour tout i dans {2, · · · , k},
a2i1 ≤
b21
1− b21
. (19)
Notons pour i > j,
Ci,j =
j∑
s=1
a2is.
Montrons par re´currence que pour tout i > j,
Ci,j ≤ Dj , (20)
avec Dj = (8tkµk)
j 1
µk
η.
Estimons maintenant, les coefficients bj .
q(fi) ≥
i∑
s=1
a2isµs + b
2
iµ
+
i .
on re´e´crit cette ine´galite´ sous la forme
q(fi)− µi ≥
i−1∑
s=1
a2is(µs − µi) + b2i (µ+i − µi).
On en de´duit
b21 ≤ tkη (21)
et pour i > 1,
b2i ≤
1
µ+i − µi
(Ci,i−1µi + η),
ce qui implique
b2i ≤ tkµkCi,i−1 + tkη. (22)
On de´duit de (21) et (19) que pour tout i dans {2, · · · , k}, Ci,1 ≤ D1. En effet
par de´finition de tk, µktk ≥ 1 et donc tkη ≤ c1η ≤ ckη ≤ 12 . Fixons i et j tels
que i > j. En utilisant l’hypothe`se de re´currence et (18), on obtient
Ci,j ≤ Dj−1 + 2
a2jj
(D2j−1 + b
2
j).
En utilisant (22), il vient
Ci,j ≤ Dj−1 + 2
a2jj
D2j−1 +
2
a2jj
(tkµkDj−1 + tkη).
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On en de´duit en utilisant Dj ≤ ckη ≤ 12 ,
Ci,j ≤ Dj−1
(
1 +
1
a2jj
+
2
a2jj
tkµk
)
+
2
a2jj
tkη.
On obtient e´galement en utilisant (17) et (22),
a2jj ≥ 1−
(
Dj−1(1 + tkµk) + tkη
)
.
En remarquant que Dj−1(1 + tkµk) + tkη ≤ Dj ≤ 12 , on en de´duit
a2jj ≥ 1−Dj (23)
et
Ci,j ≤ Dj−1(3 + 4tkµk) + 4tkη,
d’ou` en majorant grossie`rement,
Ci,j ≤ 8tkµkDj−1,
ce qui de´montre (20). Pour terminer la preuve du lemme, on remarque que
a2jjµj ≤ q(fj),
d’ou` l’on tire par (23)
µj ≤ λj
1−Dj + 2η,
en utilisant de nouveau Dj ≤ 12 et λj ≤ µj , on obtient
µj ≤ λj + 4Djµk + 2η,
on conclut en majorant convenablement. 
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